COMMENTAIRES SUR LA SECONDE EPREUVE 


La difficulté moyenne des premières parties a permis à beaucoup de 
candidats de suivre le cours du problème jusqu'à la 4e partie, 
mais avec dans la plupart des cas de nombreuses lacunes, et aussi 
des erreurs même dans des questions fort classiques. Une copie 
dans la bonne moyenne contenait généralement des réponses 
correctes pour l'essentiel des parties 1 ( 1.3 excepté )} , 2 et 3. 


1.1 L'étude aux bornes de I, qui n'était pas nécessairement 
attendue, a été très rarement abordée. 


1.3 La méthode, classique, était souvent connue, mais dès dla 
résolution de l'équation homogène en Zz' on relève de très 
nombreuses erreurs de calcul. Les peu nombreux candidats 
donnant un z' correct, soit s'arrêtaient là par souci sans doute 
de bonne gestion du temps, soit continuaient sans trop de 
problèmes. Les formules correctes étaient rares, et helas très peu 
étaient complétées par une description correcte de l'ensemble des 
solutions. 


2.1 L'erreur (a ) converge æ (a a, ) tend vers 1 est 


Tr+1 


rencontrée dans la majorité des copies! 


2.2 Les justifications de dérivabilité sont trop souvent 
brumeuses, imprécises, voire fausses. 


2.3 Lorsque le principe du découpage et de la majoration 
ordonnée des deux termes est connu, il ne faut pas gâcher dla 
rédaction en faisant tendre le + vers 0 au lieu d'achever 
formellement la majoration asymptotique par 2e 


3.1 & 5.2 Le théorème de Cauchy-Lipschitz est généralement mal 
connu, cité imparfaitement, et la non-nullité de 3(x +x) trop 
souvent négligée. 


3.3 L'énoncé a involontairement poussé à la faute, car 
beaucoup ont cherché à utiliser le résultat de 2.1, ce qui les 
obligeait à prouver la convergence de CR parfaitement inutile 


ici. A l'occasion de cette preuve on a rencontré souvent 
l'assertion la | converge + à, converge , moins courte mais tout 


aussi fausse que a /a 1<1 æ a tend vers 0. 
n+4 n n 


4.1 Beaucoup de maladresses et de pertes de temps pour cette 
simple norme euclidienne, sans compter les axiomes incomplets, ou 
l'inégalité triangulaire faussement écrite en prenant une norme 
pour une distance: N(x,z) < N(x,y) + N(y,z) 


4,2 Calculs souvent embrouillés car leur but et les variables 
n'ont pas été convenablement démêlés, et erreur fréquente 
consistant à donner un Lo dépendant de X et y. 


4:33 L'endomorphisme L, , pourtant assez transparent, 
échappait à beaucoup. 


Pour conclure, rappelons qu'une bonne connaissance des 
théorèmes classiques est nécéssaire, et que son absence ne 5se 
rattrape quère à l'aide d'approximations ou d'af£firmations 
audacieuses, que le calcul demande du soin et de la méthode, et 
qu'une écriture claire et une copie de présentation aérée sont, y 
compris pour ce concours, des qualités reconnues. 
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PARTIE [ 


[es] @ © 
1.1 Le report de y = La x” , y'= Ynax”"*, y"- Yn(n-1)a x”? 
n= O0 : n=i . mr 2 ii 


dans (E,,) donne après identification: 


aus 2 £ 3n+2 
Vns0, (3n +5nr2la. + 3{ns1) a F0 OO, MAC a 
n ri+4 n+i 3n+3 n 


Le rayon d'une série entière dont les coefficients satisfont 


à cette relation de récurrence est égal à 1 par la règle de 


D'Alembert, ce qui fait que l'on dispose, avec la somme d'une telle 


série, d'une solution de (E ) sur l'intervalle JE fe 


œ . a(a-1) (a-n+1l) 
1.2 Le développement de (1+x)° = Y b x” DE 


n n! ’ 
n=o 
an ce er 3 | 
b = + bb, s'identifie avec celui de la solution 
n+1 nti n 
précedemment obtenue avec a “1, lorsque & = -2/3. 


1.3 fix)=(1+x) 7% est donc solution de (E ) sur 1. La forme de 


(E ) implique qu'elle l'est donc aussi sur |]-œo , -1[ et sur 


11 ’ +2 . Le changement de fonction inconnue y =(1+x) 72 


transforme (E ) en ESRI SE (Axes es | bis) 7 er, 
d'où z' = À { x(x+1) de sur chacun des trois intervalles 
Fri r ; SC, : 10,e[ . La primitive F(x)= féxter1)) Fax 
s'obtient par le changement de variables x+t1 = D. 
F(x) = f _ du = f { + le ) du = 
3 2 
SE u-1 u +tuti 
= Inju-1] - (1/2)in(u7+u+1) + L [ —— 
2 
u +u+l 
1/3 1/3 

s “je L_(1+x) =E | 4 VS arctan tx) +1 


Va ce) 741 VF 


La solution générale de (CE, ) s'exprime de la même manière sur les 


trois intervalles de résolution par y = (AF(x)+u).(1+x) 27? 
PARTIE II 
2.1 Si lim a = 12, la suite a est bornée, 3K : Yn, la | <K 
n >> © nn n n 
nn n 
d'où Vn, Vz, | + I <= K LL ; La série de terme général 
D _Ti 


eg est majorée en module par une série exponentielle, donc R = %. 
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LE) 5 -2(k/-1/2) (ké-1/8) 


si k > VW lim At) < 0 donc il existe t 
Ut, 


A(t) reste négatif, le trinôme a alors un signe constant et donc: 


à partir duquel 


o 


Lex, he {voue , fn à 0 } 


4.3 La définition proposée se traduit par: 


t 
2: CE EN. RS ; d'où: 


t LA t 
M Zz,Ct)-v, | JE CSST MALUS. = k J, IVHéx 


t t 
et E,,66-2, eff, 2, 6,-2,,0)8x ls k SG, 2, 0018 


n 


k°(Et-t, 
4.4 Par récurrence, si {| Z (t)-2, ,(t) | = DR REES VOA , alors 


pour tout tet, 
t e Kat 7 
Hz 2 CU < k JG, 00) 167 £ k ben IV, IIax 


n+ti 
k_ HV I 
pP p 
es = 25 E aa 1 
NZ. z CHF E ( 2,-2, ,(t)) | . El Z,-2,..(t)f , d'où | 
P CECESR 0 RCE) 
NZ 72, C1 £ LS à .La série EE est 


c'est à dire [2 ,,-Z, (t)||< Ct-t,)77 . Pour tout p>n, 


ri! : LR 
1 è 


convergente \, uniformément par rapport à t, teft,,t.] 


(c'est le développement de exp) , donc la suite (CORRE satisfait 


au critère de Cauchy de convergence uniforme sur Et, t,]: 
La 


PARTIE V 
5e Dériver deux fois l'expression y = z exp(-x/2) donne 
Z Z 

y" = (z'- S)exp(-x/2) LUE (rrtezte Z)jexp(-z/2) , d'où la 
transformée de (E, ): 

(ŒE,) 3 2" + (2/3x ) z' - (1/4)z=0 
5.2 L'application t >—+ A(t) est continue sur J0,œ[ , et le 
théorème de Cauchy-Lipschitz ; s'agissant d'une équation 


différentielle linéaire, est applicable à V'= A(t).V 
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244 Par définition des suites (X ,Y ) à la question 4.3 , on a 
CRE, CRU CERS CR27SE). CE) (174) VEN AT (ES x (6) 


Comme la suite (X ,Y ) converge uniformément sur tout [t,,t,] 


et comme JJA(t)|| reste bornée sur ce même intervalle, les relations 
(R) impliquent aussi la convergence uniforme de CX" ,Y" ) sur 


Et ,t,1. On peut donc intervertir limite et dérivation d'où, si 
Z = (X,Y} = lim (X 7 ) L pour tout t > t, : 
H'CEX = CE2/ SEX KL) Æ (LA) VOCY 5 'YAÉE) = X(E) 


ce qui signifie que Z est solution de (E.) sur [tt] ; Comme t, 


a été choisi quelconque dans Jt,œ[ , Z est en fait solution sur ce 
dernier intervalle. 
n (k(E-t ))° 
5.4 Par 4.4, | Z (t) - Z (t) | < HV € ? 
De 4 7 . o = o en 
i= 


en passant à la limite selon n, [zZ(t)|| < IV exp{k(t-t )) 


, d'où 


i! 


Soit y une solution de (E,) sur ]J0,œ[ . On lui associe z , 


solution de (E,) , par Zz{x) = y(x).exp(x/2) (confer 5.1). Posant 


z{t) 


z"(t) (-2/3t)z'(t) + (1/4)z(t) 
U'(t) = F = A(T) U(t) 
z'{(t) (1) Zz'(t) + (0) z(t) 


de sorte que U est solution sur []0,w[ de (E,). Par 5.2 , c'en est 


z'{t) 
U(t) = | | ; l'equation (E,) se transforme en (E,) : 


l'unique solution passant par des conditions initiales données 


{ Z'CE, ,) = à ; z(t ) = b } 


et elle coîncide donc avec la solution Z obtenue en 5.3 


On a alors Vt,teft ,of , [(z'(t),z(t))N < HV ll-exp[ktt-t,)] 
d'où, par définition de {|.{|, 
Iz'(t)| (4 | exp k(t-t ) 
t2t_ + 
o { IZCEIT =. 42 EVA exp k(t-t ) 


IA 


puis [y(t)[ = [z(tlexp(-t/2)] < 2 HV | expk(t-t)-t/2] , d'où 


1 
l'existence de C telle que, Vt,telt ,of, ly(t)| <c exp[(k-5t] 


“ 
se Te 


DS das AE 


a dE ru Sc 


5,5 La fonction G definie en 3.3 etant solution de (E,), elle 


admet d'après 5.4 une majoration asymptotique lorsque t + © , de 
la forme G(t) <C exp[tk-5t], dès que l'on a choisi k >(1/V2) 


On en déduit [Jexp(-t).G(xt)| < C exp C-i+xtx-h]t , d'où la 
œ 


convergence de l'intégrale J e ‘G(xt)at dès que -1+x(k-9) < 0, 
Le] 


c'est-à-dire x < 1/(k-2) . La convergence est ainsi établie pour 
tout x < sup ( L ï ] = 2 + 2V2 
k>(1/V2) k — 5 


5.6 La majoration obtenue en 5.4 s'applique en fait à la fois à 
z et z'. Comme y' = z' exp(-t/2) - (1/2) z exp(-t/2) , on a aussi, 


comme en 5.4, pour une solution quelconque y de (E ,): 

vk >(1/Ÿ2), 3€ ,,3M : {e+.,} + { Iy'(t)| < M, exp[(k-1/2)t] } 
z vérifiant (E, }, on a: 

Iz"(t)] = 15 z'(t) + : z(t)| = Zjz' ct] + Slzct| dès que t>1. 
Donc z" vérifie lui Li. une majoration du même type que z et z', 


et comme on a y" = (z"-z'-(1/4)z) exp(-t/2), on en déduit que, 


pour toute solution de (E ), on a encore: 


Vk >(1/Ÿ2), 3t,,3M : {te }» { Iy"tt) | < M, exp{(k-1/2)t] } 


Soient alors X,7X, tels que 0 < x, < X, < Se . On peut 
choisir k tel que x, < 1/(k-5) et k > 1/V2 ; on definit & par: 


1 + x, (K-D) = -6 < 0 ; G étant solution de (E,), elle satisfait 
aux inégalités précédentes , donc: 
Wi,i= 0,1,2; Su, 2 M. : V(x,t): 


{xt a }+ { | GŸ(xt) | < M. exp{x(k-mt] } 


Ce que l'on transforme, X, étant strictement positif, en: 
Wi,i= 0,1,2; at, Æ LA : vCx, t): 


(*) {repx] , € ; t }» Fe | GŸcxt) | < M: exp(-ét) } 


à Rte 7 EE cé de et à 


G est indéfiniment dérivable; pour tout À, (X,t) > e ‘G(xt) 


est de classe #” sur le pavé [x,,x,]x [0,2] ; donc on peut  dériver 
A A 


sous le signe S : { Fe cextiat ] = F te c'(xtdt 
: A A 
d + 4 2 —,., 
| Fe "ctxtrat ] - F te 'e"(xtiat 


Les majorations (*) permettent de conclure que les seconds 


membres de ces égalités convergent uniformément, relativement à Xy 
X & [x,,x,], vers les intégrales impropres correspondantes lorsque 
[se] 


À >—+ w. On en déduit que x > [ e ‘G(xt)dt est de classe €, et: 


Le] 
i [se D 
Vx,xelo,2+2V27[, i=0,1,2, | fe ‘etxt)at ] = ft'e ‘eV(xt)at 
Lo] Le] 


Il ne reste plus qu'à vérifier que, G étant solution sur R de 
(E ), c'est à dire V(x,t}) 3(xt)G"(xt) + (3xt+2)G'(xt) + G(xt) = 0, 
[se] 


l'on peut en déduire que F: F(x) = j e "G(xt)at vérifie (E). 
[e] 


Posant A - 3(x/+x)F"(x)+(7x+2)F'(x)+F(x) on trouve, en 


dérivant F sous S comme il a été justifié, 
œ 


a= fe "[3(xf+x)t/c" (xt) + (7x+2)tG' (xt) + G(xt) at 
o 


Le) œ © 


f'e"afsxt*c'(xti]+ fe ‘t[ixte"(xt)]at+ f e-'[xtc'+2tc'+cJat 
Les Le] Le) 


La 
h 


On transforme par parties la première intégrale, et on remplace la 
seconde à l'aide de (Œ ,); la partie intégrée est nulle en raison 
des majorations obtenues précédemment pour G'. Il reste: 

O0 Le) (ee) 


A= fe" tsxtfe"iat- F'e't[tsxtt216'+e]at Fe” [xte'+2te'+ç]at 


d'où, après simplification, 
œo Lee] 


a= fe [xte'+e-tejat = fe ‘afte ‘e(xt)]= 0 cafa. 
Les o 


35 


